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WIE MAN QUADRATISCHE GLEICHUNGEN LOST

(Das Verfahren mit der quadratischen Ergénzung)

Eine Gleichung der Form
ax’* +bx+c=d

nennt man eine quadratische Gleichung', wobei a, b, ¢ und d fiir beliebige reelle Zahlen stehen:
a ist der quadratische Koeffizient, b der Linearkoeffizient und c und d sind konstante Glieder.

Um eine solche Gleichung zu ldsen, d.h. um sie letztendlich in die Form »x gleich Zahl« zu
tiberfiihren, ist eine Reihe von dquivalenten Umformungen durchzufiihren, die zwischen den
Zeilen mit dem Zeichen ‘<=>" gekennzeichnet werden.

Das Neue gegeniiber den linearen Gleichungen vom Typ ax + b = c ist offensichtlich das
quadratische Glied, d.h. der Summand mit dem Faktor x2. Um einen solchen Summanden aus
der zweiten Potenz in die erste, die fiir die Losung verlangt ist, zu tiberfiihren, gibt es nun
zwei Moglichkeiten, von denen eine im vorliegenden Fall nicht zum Ergebnis fiihrt: Es hat
namlich keinen Zweck, die gesamte Gleichung durch x zu teilen, da dann zwar x* in x
tiberfithrt wird, daftir aber die Briiche ¢/x und d/x als problematische Ausdriicke
auftauchen®. Um diese Briiche zu kiirzen, miisste man wieder mit x multiplizieren und hétte

damit lediglich einmal im Kreis gerechnet.

Es fiihrt also kein Weg an der hier erforderlichen Wurzeloperation vorbei. Bevor man sich an
die Durchfiihrung dieser Operation macht, werden noch einige Vereinfachungsschritte mit

der Gleichung vorgenommen:

1.

Da c und d beides Zahlen sind, konnen sie zusammengefasst werden: Man annulliert d:
ax*+bx+c=d1-d

<=>

ax?+bx+(c-d)=0

2.

Da der Summand ax? die Hauptschwierigkeit birgt, ist es sinnvoll, ihn zu vereinfachen,
indem man durch g teilt:

ax’+bx+(c-d)=01:a

<=>

X2+ bja)x+(c-d)a=0

! Kursiv gesetzte Worter sind Hervorhebungen oder Fachausdriicke, die entsprechend ihrer Definition beherrscht
werden miissen.
2 Abweichend von der handschriftlichen Norm gilt hier das Zeichen /” als Bruchstrich.
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3.

Da a, b, ¢ und d reelle Zahlen sind, konnen sie addiert, subtrahiert, geteilt oder multipliziert
werden und das Ergebnis ist immer ebenfalls eine reelle Zahl. Auf diese Weise fasst man b/a

zupund (c - d)/a zu g zusammen:
X2+blax+(c-d)fa=0
<=>

X+px+qg=0

4.

»Aufrdiumen«: Es wird so umgeformt, dass alle Ausdriicke mit x auf einer Seite des
Gleichheitszeichens stehen und der ‘Rest’, in unserem Falle die Zahl g, auf der anderen.

Dafiir wird g annulliert:
¥+px+g=01I-gq
<=>

X+px=-q

5.

Kann in diesem Stadium die notwendige Wurzeloperation durchgefiihrt werden? Dafiir
miisste man zuerst x> + p x zu einem Ausdruck zusammenfassen, wie folgendes Beispiel

zeigt:

Exkurs (1) zum Wurzelziehen:
v9=3,da3e3=09.

V16=4,da4 ¢ 4 =16.

V9+vV16=3+4, also 7.

ABER:

V(9 + 16)> = v25, also 5.

Daher:

V(9 +16) #* V9 + V16

Aus dem Beispiel erhellt folgende Regel:

»Die Wurzel aus einer Summe ist nicht gleich der Summe der Wurzeln ihrer Summanden.«

3Die Schreibweise V(9 + 16) bedeutet, dass das Wurzelzeichen seine Wirksamkeit {iber den gesamten
Klammerausdruck erstreckt.

* Das Zeichen ‘#' bedeutet »ist nicht gleich grof«.
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Um die Wurzel aus einer Summe zu ziehen, miissen also zunichst alle Summanden dieser
Summe zu einer Zahl zusammengefasst werden. Die Summanden x? + px konnen aber nicht
zusammengefasst werden, da es sich um Ausdriicke mit unterschiedlichen Exponenten
handelt, vergleichbar Strecken (m, bzw x) und Flachen (m? bzw x?). Meter und Quadrat-
meter konnen genausowenig zusammengefasst werden, wie Gummistiefel und Gedichte
(Apfel und Birnen). Scheinbar ist man also im gegebenen Stadium der Aquivalenzumfor-
mungen in einer Aporie gelandet, deren Uberwindung — wie immer — einen genialen Dreh
erfordert.

Exkurs (2): Der geniale Dreh

Dieser Schliissel zur Losung liegt im vertieften (verallgemeinerten, abstrahierten, alge-
braisierten) Verstindnis der Wurzeloperation: Soll die Wurzel aus einem Ausdruck A
gezogen werden, so wird ein Ausdruck B gesucht, der mit sich selbst mal genommen den
Ausdruck A ergibt. Oder mit anderen Worten: Wenn man den Ausdruck A in n gleiche
Faktoren B zerlegt, dann ist B die n-te Wurzel aus A. Ein Zahlenbeispiel:

8=2e2e2 daher2 =38

Welche innere Struktur der Faktor B aufweist, ist dabei ohne Belang; es ist also egal, ob wir
‘2’ schreiben oder ‘(1 + 1)” oder ‘(8,31 - 6,31)" usw. Der Faktor B kann also seinerseits z.B. eine

Summe sein. Dafiir ein einschldgiges algebraisches Beispiel (die sog. erste binomische Formel):
(a+b)e(a+b)=a’+2ab+ b’ daher
(a+b)=V(a®>+ 2ab + b?)

6.

Auf unseren Fall tibertragen ist die Frage: »Was mal was ist gleich x> + p x?« durch eine
Analogie zum letzten Beispiel zu 16sen:

xZ =5 aZ

[

x=a

px=2ab

p=2b

05p=b
(x+05p)e(x+05p)=x>+px+0,25p?

Wir hétten also einen Ausdruck, ndmlich (x + 0,5 p), der die Wurzel aus dem Ausdruck x? +
px + 0,25 p? ist.

Exkurs (3): Probe
An dieser Stelle im Losungsverfahren empfiehlt sich dringend eine Probe: Dazu multi-

plizieren wir den Ausdruck (x + 0,5 p) mit sich selbst und achten dabei darauf, dass man

5 Das Zeichen ‘=’ steht fiir »entspricht« bzw. »ist analog zu«.
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Klammerausdriicke so ausmultipliziert, dass man jeden Summanden der ersten Klammer
mit jedem der zweiten einzeln (Vorzeichen mitsprechen!) malnimmt. Hat z.B. die erste
Klammer drei Summanden und die zweite vier, so erhdlt man nach dem Ausmultiplizieren
zwoOlf Summanden! Die Probe stimmt, wenn nach dem Ausmultiplizieren wieder als
Ergebnis die Vorzeile (x* + p x + 0,25 p?) auftaucht.

Kehren wir nun zu dem Losungsstadium der Aporie, an dem wir unsere Gleichung vorerst

verlassen haben, zuriick:
X+px=-q
7.

Um die gegebene Gleichung in eine zu tberfithren, aus der man Wurzel ziehen kann,
miissen wir also nichts weiter tun, als auf beiden Seiten der Gleichung 0,25 p? zu addieren,

d.h. das entscheidende Losungskommando in diesem Stadium lautet:

»Addiere auf beiden Seiten der Gleichung die Hilfte der Zahl vor x zum Quadrat!«
¥+px=-q1+025p°

<=>

X+px+025p°=-q+025p°

8.

Indem wir auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens diesen Summanden: (0,5p)?, die
sogenannte quadratische Erginzung addieren, verwandeln wir die Summe x* + p x in die
Summe x> + p x + 0,25 p?, die aus der Multiplikation der zwei gleichen Faktoren (x + 0,5 p) ®
(x + 0,5 p) entstanden ist und aus der man deshalb die Wurzel ziehen kann. Diese Operation der
Verwandlung der Summe in ein Produkt aus zwei gleichen Faktoren ist das Herzsttick des

Losungsverfahrens.

Wir ziehen also die Wurzel und erhalten links vom Gleichheitszeichen entsprechend den
obigen Ausfithrungen den Faktor (x + 0,5 p) als Wurzel der Summe x* + px + 0,25 p> und
rechts vom Gleichheitszeichen die (unproblematische) Wurzel aus der Zahl (- g + 0,25 p?):

XHpx+025p2P=-q+025p* | £V
<=>

X2+ 0,5 p=1/(-q+ 0,25 p?)

9.
Durch Annullieren der Zahl 0,5 p ergeben sich die Losungen:
X +05p=t/(-g+025p) |1 -05p

¢ Das Zeichen ‘+’ bedeutet, dass der nachfolgende Ausdruck sowoh! positiv als auch negativ gerechnet werden
muss. Hier also: »Ich rechne links und rechts vom Gleichheitszeichen: ,plus/minus Wurzel aus’«. Warum dies

so ist, wird in Exkurs (4) erklért.

4/5



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

:>7
x1=-0,5p+V(-q+0,25p?
und:

X2=-05p-V(-q+0,25p?

Exkurs (4): zwei Losungen, eine oder keine

Ergibt der Ausdruck - g + 0,25 p?, der unter der Wurzel steht, einen positiven Wert, so

erhalten wir zwei Losungen, denn sowohl
(+3) ® (+3) = +9 als auch
(-3) ® (-3) =+9.

Ergibt der Ausdruck - g + 0,25 p?, der unter der Wurzel steht, den Wert null, so erhalten wir

eine Losung, ndmlich x;,2 = - 0,5 p, denn Wurzel aus null ist gleich null.

Ergibt der Ausdruck - g + 0,25 p?, der unter der Wurzel steht, einen negativen Wert, so
erhalten wir keine Losung, denn egal, ob man eine positive oder negative Zahl als Wurzel
unterstellt, so ergibt ihr Quadrat doch immer einen positiven Wert und keinen negativen,
wie er in diesem Fall vorliegt.

Da also der Wert unter der Wurzel von entscheidender Bedeutung fiir die Losbarkeit und
Losungsmenge der quadratischen Gleichung ist, hat dieser Ausdruck einen eigenen Namen:

Man nennt ihn Diskriminante, denn er unterscheidet (diskriminiert) die moglichen Fille.

Exkurs (5): Probe

Da der Ausdruck - 0,5 p +V( - q + 0,25 p?) zwei Zahlen ergibt, kann man diese problemlos in
die Ausgangsgleichung® einsetzen und tiberpriifen, ob sie mit ihnen eine wahre Aussage
ergibt (ob die Gleichung ‘aufgeht’).’

©v. K gelgen 20041104

7 Das Zeichen ‘=>" bedeutet »daraus folgt«. Es ist hier notwendig, denn es liegt keine Aquivalenzumformung
vor: Von der Zeile x; = (...) gelangt man nur zu +v, von x, = (...) nur zu -v.

... und nicht in eine der dquivalenten Umformungen dieser Ausgangsgleichung, die wir selbst erzeugt
haben; denn jede Umformung birgt das Risiko des Verrechnens, einzig die gegebene Gleichung gewédhrt
vollige Sicherheit.

* Wenn Sie den hier dargelegten Losungsweg mehrfach (5-20 mal) an Beispielen durchgerechnet haben, werden
Sie merken, dass der Aufwand sich enorm reduziert und die Abldufe sich routinisieren. Der Vorteil des
Verfahrens besteht darin, dass es von Anfang bis Ende aus nachvollziehbaren Operationen besteht. Das
unterscheidet es von der beriichtigten »p-q-Formel«. Diese Formel miissten Sie, wie jede andere auch,
auswendig lernen und anwenden, ohne zu wissen was Sie und warum Sie es tun. In der Konsequenz kommt es
fast unausweichlich zu unentdeckt bleibenden Vorzeichenfehlern. Fiir die schulische Mathematik gilt beinhart
der Satz:

Je mehr Formeln Sie auswendig lernen, desto diimmer werden Sie.
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